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INTRODUCTION
ECOULEMENT A SURFACE LIBRE

DESCRIPTION DU PROBLEME

[nb(x)

DI MARTINO

Domaine d'étude x = (x, y) and u = (u, v).
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I VIOBIIGN O\ DESCRIPTION DU PROBLEME

LE MODELE DE BASE

Equations d’Euler hydrostatique a surface libre

@ ow _ u Vitesse horizontale
+ =0, ! -

ox 0z w vitesse verticale
du Ou*  Ouw an n surface libre

ou o 0
ot ox oz T fax

associées a une condition cinématique a la surface et de non pénétration au fond

1o} 0 0z,
6—7Z+u56—z—ws:0, uba—:—wbzo.
L'équation d'énergie donne
a [" o ["
5/ E dz—i-a/ u(E+p)dz =0,
2z 2z
avec 5
u
E=— .
2 T

BERNARD DI M/ NO HYPERBOLICITE EULER SURFACE LIBRE ANGE & UMR 6134 3/34




I VIOBIIGN O\ DESCRIPTION DU PROBLEME

NOTATIONS DU MODELE DISCRETISE PO

Zag1j2 = (@, t)

0

2341/2(, 1)
29412(, 1)
Z141)2(2. )

210 = zp(2. 1)

Free surface

Notations pour le domaine multicouche
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I VIOBIIGN O\ DESCRIPTION DU PROBLEME

DISCRETISATION VERTICALE

Equations d’Euler du modeéle multi-couche
Modeéle & N couches avec une approximation P°

N
oh O(hatia)
- — — 2 =90
Gt o =0

a=1

A(haua) L9 0 (

8Zb
h £ ) = _gn
ot o \evat ) *Bx

2l Ox
+ Uar1/2Gar1/2 — Ua—1/2Ga—1/2,

ou la valeur de G, 1/, est donnée par

«@
Ohj A(hjuj)
Gay1/2 = Z J Z #, G2 =0, Gpny12=0.
j=1
Ce systeme vérifie I’ eqwllbre énergétique :

2 2
OE, 0 g Uot1/2 Ya—1/2
ot T ox ( (E” 5”“”)) =73 CenzT 5 CGamip

(ua—l/Q - Uoz)2

- (ua+1/2 - Ua)2

2 Ga+1/2 + 2 Ga71/27
avec,
h 2
E, = azua + %hah + ghazp.
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DESCRIPTION DU PROBLEME

QUELQUES EXEMPLES D’APPLICATION

Logiciel Freshkiss Méthode

7

Elevation (m)

0

) 02

volumes finis avec interprétation cinétique.
0>

Velocity Magnifude
02 04 06 08
0001915
Tsunami simulations (Chili -2014)

s
1176014
Algae Lagrangian tracking in raceway ponds

Haline stratification and density currents
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QUELQUES RESULTATS CONNEXES :

Cas visqueux : Existence de solutions globales
Global stability of weak solutions for a multilayer Saint-Venant model with interactions between
layers. B. D M, B. Hastot, Y. Penel. Nonlinear Analysis (163), pp 177-200 (2017).

Cas de couches non miscibles : possible perte d’hyperbolicité dés 2 couches

On the hyperbolicity of two-and three-layer shallow water equations. M.Castro, J. Thies Frings, S.
Noelle, C. Parés, G. Puppo, book : Hyperbolic Problems: Theory, Numerics and Applications (In
2 Volumes) Pages 337-345 (2012)

hyperbolic NON-hyperbolic
2

(u2 — up)?

Perte d'hyperbolicité si ———— > 1.
g'(h + hy)
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VALEURS PROPRES DU PROBLEME DISCRETISE ([NGACHVES]

APPROCHE DIRECTE SUR LE PROBLEME DISCRETISE

Cas N =1 : Saint-Venant
oh

ot + Ox(hu) =0 h water height
) u averaged velocity
O(hu) +0, [ e+ gh) = —ghdyz, 7, bottom topography
ot 2

Soit h > 0 et z, = Cte. Les équations peuvent se mettre sous la forme :

8:U + A(U)d, U = 0,

an=(z4) o=(2)

Le systéme est strictement hyperbolique : A(U) admet 2 valeurs propres réelles et distinctes,

u—@,u—&-@.

ou
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VALEURS PROPRES DU PROBLEME DISCRETISE [NGICEIEED]

APPROCHE DIRECTE SUR LE PROBLEME DISCRETISE

Cas N = 2 : modele bi-couche

2
% +Z 8(hO‘uOt) _ 07

ot Ox
a=1
O(hyu) 5 0z
T a hyug + gh =g "~ +u32Gypa,
I(h2u2)

0z,
2\ b
ot + I (h2 uy + *h ) = —gh2a — u3/2G3),

ol la valeur de Gz, est donnée par

Oh1  O(hiu1)
ot + ox

Gzp =

Etudié par N. Aguillon, E. Audusse, E. Godlewski, M. Parisot (2017)
En dim 1 :A(U) admet 3 valeurs propres réelles distinctes,

up + 3 up + up + w 3
— h el _ 2’ , h = _ 2
5 \/& +4(u2 uy) - >t/ +4(u2 u1)

et le systéme est strictement hyperbolique.

= = = PN
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VALEURS PROPRES DU PROBLEME DISC

APPROCHE DIRECTE SUR LE PROBLEME DISCRETISE

Cas N >2
o N _ h _ a _
On peut réécrire le systéme en posant ho = 3, Yo = Zj:l hjuj, do = —Ftaq1/2,
c, = L @ (gh — u.2)'
a =N 2 =1\8N— Uj):
OXn1 OXn41
Mpni1 +Ayy1——— =0,
ot T ox
avec
1 0 0
h di 1
1
d: 0
Xnt1 = y2 , Mpyr = 2 ;
X 0
N . .
: X . 0
dy O 0 0 1
0 0 0 1
c1 2u; — uz 0 0
[e5] 2(U1 — uz)
Ayt = )
2(U1 — le) 0
. . . 0
CN 2(U1 — Ll2) 2(UN_1 — LIN) 2UN — UN+1/2
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VALEURS PROPRES DU PROBLEME DISCRETISE [NGACHIES]

APPROCHE DIRECTE SUR LE PROBLEME DISCRETISE

xn+1(A) = det(Ani1 — AMpa)
-\ 0 0 1
c — )\dl Ux 1+ 0 e 0

C — )\dz 2(U1 — LI2)

2(u1 — w2)
: : . . 0
ey —Ady  2(up —w2) ... 2(un—1—un) Uz N+
ol uy i+ = 2uj — uj11/2 — A. Et aprés quelques longs calculs :
N—1 N—1 a—1
xn+1(A) = ) 2(ca — Ada)(Ua — Ua+1) H [un ke — 2(uk — 1) H Ux,j+
a=1 k=a+1 j=1
N—-1 N
- (CN - )\dN) H Ux,a+ — A H Ux a+-
a=1 a=1
Probléme : Que faire avec une telle expression ?
™ = — PALSS
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VALEURS PROPRES DU PRO

QUELQUES CAS PARTICULIERS

PROPOSITION

Si uj = 0,Vi (hypothése de shallow water), les valeurs propres sont \y = u — 4/ gh,

Al =
j=2,...,N avec

<

e =(0,...,0,8;,0,...,0)7,vj € {2,3,...,N}

ete1:(1 \/_,% u—\/— A.,D—@)T,
eN+1—(1:N \/_ U+ @)T

Vie{2,3,...,N}, and Ayy1 = U+ +/gh. Les vecteurs propres sont donnés par ej, pour

PROOF.
En posant u; = u, Vi, on obtient

N—1
xn+1(A) =(=A(2uy — A) — cn) H Ux at

=(A2 — 20X — (gh— uz)_)l(a — N1

ce qui donne facilement le résultat.

(] = =
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VALEURS PROPRES DU PROBLEME DISC

PROFIL. AVEC UNE MARCHE

PROPOSITION

Sipourl < jo <N,
Uy =10, Va<jy, et us=10+10du, Vo> j,

toutes les valeurs propres sont réelles.
Si de plus N est paire > 4 et jo = N/2, on obtient trois valeurs propres identiques au probléme
bi-couche, a savoir

5 6o | 512 su | 52
U+ — 4+ — —1/gh+3— 0+ — h43——.
i+, O+ gh+3=-, G+ +4[gh+37

Pour les autres valeurs propres, % sont égales a u et % sont égales a u + du.
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PROFIL LINEAIRE

Cas N > 2
On suppose que I'on a un profil de vitesse donné par
«a
Uy = ugp+ —d6u, VYa=1,...,N,
N
PRrROPOSITION

Le systéme admet N + 1 valeurs propres réelles et distinctes.

A =0—+/gh+302 et \yy1 =0+ \/gh+ 302
A =

Ug—1 + Uk

2 b
o est I'écart type donné par

V2< k<N,
N2 —1
(N1,
122

On sait traiter quelques autres cas particuliers, mais nous n'avons pas réussi a conclure
résultats plus généraux = autre approche.

des

(=]
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QUELQUES RESULTATS SUR LES EQUATIONS D’EULER A SURFACE LIBRE

— V. E. Zakharov 1980 "Benney equations and quasi-classical approximation in the method of
the inverse problem"

— V. M. Teshukov 1985 "On the hyperbolicity of long wave equations"
— V. M. Teshukov 1994 "Long waves in an eddying barotropic fluid"

— V. M. Teshukov and M. M. Sterkhova 1995 " Characteristic Properties of the System of
Equations of a Shear Flow with Non-monotonic Velocity Profile"

— A. A. Chesnokov, G. A. El, Sergey L. Gavrilyuk, and M. V. Pavlov 2017 "Stability of shear
shallow water flows with free surface"
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PYEITOINCNCONN I UNE TRANSFORMATION GEOMETRIQUE ADAPTEE

PROPRIETE DE LA TRANSFORMATION

¢ = ¢(t,x,\) Lagrangian foliation

z=¢(t,x, A)

Soit A € (0,1), on condisére la fonction ¢ = ¢(t, x, A) solution du probléme de Cauchy :

% + u(t, x, )¢ = w(t,x,¢) in (0,T) xQ

¢(07Xa A) = ¢)O(X7 )\) in fl

avec les conditions initiales :

¢o(x,0) = zp(x), $o(x,1) = no(x), Orgo(x,A) > 0.

Transformation

g(t,x,z) — &(t,x,\) = g(t,x, $)
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PYEITOINCNCONN I UNE TRANSFORMATION GEOMETRIQUE ADAPTEE

PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION

THEOREM
Soits>1, T>0,p?=0etz € CZ(R"). Si (n,u, w) est une solution telle que
n € C((0,T) x RY), we C3((0, T) x )9, et we C3((0, T) x Q), alors pour ¢o € C3(S2), il
existe T* € (0, T] tel que le probléme précédent admet une unique solution ¢ € C5((0, T*) x ).
De plus si inf(x,)\)ERdxl Onpo(x,\) > 0 alors, pour t € (0, T*) we have d\p(t,x,\) > 0, et en
particulier

(Id, ¢(t)) : ¢ — Q

(%, A) = (x, (1, x, X))

est un C°-diffeomorphisme préservant |'orientation si ¢o(x,0) = zp(x) et ¢o(x,1) = no(x).

PROOF.

Extension de u et w 3 RY, méthode des caractéristiques et théoréme de Cauchy-Lipschitz. O
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PYEITOINCNCONN I UNE TRANSFORMATION GEOMETRIQUE ADAPTEE

On peut en déduire le théoréme suivant :

THEOREM

Si les conditions du théoréme précédent sont vérifiées avec s > 2, alors les fonctions définies par

H(t7 X, )‘) = 8A¢(tyxy >\) ) i’l(t7 X, )‘) = U(t, X, d)(t:X’ A))

ont la régularité H € C5=1((0, T*) x Q) et i1 € C5((0, T*) x )9 et sont solutions de

H ~
oM Vu(HE) =0 in (0,T) x {2,
o !
E+a-vxa+gvx/ Hd\ = —gVxz, in(O,T)><f~27
0
H(0,x,A) = Ho(x,\) in§,
(0, x,\) = do(x,\)  in,
avec les données initiales
Ho(x, ) = Oxdo(x, A), iio(x, A) = u(0, x, po(x, A)).

D DI MARTINO HYPERBOLICITE EULER SURFACE LIBRE
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QYLCITOINCNCONAN NG FORMULATION SEMI LAGRANGIENNE

EQUIVALENCE

Systéme initial dans Q;

P n
87Z+8X/ udz=0
zp

o
a—: + udsu + wo,u + gokn = —goxzp
Formulation semi lagrangienne dans ) = R x [0,1]
OH
— +0x(Hi) =0
or T Ox(HD)
ou

1
+ G0l + g0« / Hd\ = —gdyzp
ot .

Lien entre les deux formulations

H(t,x,\) = gf(t,x, A), H(t, x, \)d\ = h(t, x) o(t, x, \) = u(t, x, d(t, x, A)).

Les solutions stationnaires de la seconde formulation sont aussi solutions stationnaires de la
premiére. Mais la réciproque est fausse !

BERNARD DI M/
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MUIONoRNCONNINGI  SOLUTION STATIONNAIRE

EXEMPLE DE SOLUTION STATIONNAIRE

Si (1, u, w) est une solution stationnaire des équations d'Euler telle u ne dépend pas x, alors il
existe une constante 79 > 0 et une fonction f : R — RY suffisamment réguliére telle que

U(t,x) = 7o, U(t,X,Z) = f(Z), W(t,X,Z) =0.
Dans ce cas, I'évolution de ¢ devient

%+f(¢)'VX¢:O

ot
?(0, %, A) = ¢o(x, A)-
On considere la condition initiale avec a € C}(R)
do(x, A) = Alno + (1 = A)a(x)),

Alors Ox¢o > 0si ||a|[ree < mo. En particulier le cas f(¢) = ¢ correspond a I'équation de Burgers.
Le temps T pendant lequel la solution réguliere ¢ existe est donnée par la méthode des
caractéristiques. Puisque

Oxdo(x, A) = A1 — N)a'(x),
on obtient

% = —A(1 - \)inf({0} U a'(R)),

Il existe donc pour tout A un temps critique T aprés lequel la solution n'est pas bien définie.
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FORME QUASI LINEAIRE

Formulation semi lagrangienne dans le domaine 2 = R x [0,1]

OH
S TOx(HI) =0

~ 1
ot +D8XD+g8X/ Hd\ =0
ot ;

Formulation quasi linéaire (z, = Cst)
0.0+ A(D)d, U =0,

ou

A(U):(gLP.dA I:) ol El:(’;).

A(U) est un operateur non local jouant sur la variable verticale X
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MUIONoRRCONNING  SPECTRE DE L'OPERATEUR

FORMULATION SEMI-LAGRANGIENE: SPECTRE

THEOREM

Sitie COV/4(I), He CO(I) et H > 0, alors le spectre de A : L2(1)2 — L2(1)? est caractérisé par

Ud(A)—{CE(C\TJ(I) : / (CiHan)\—l} ,
0

oe(A) = u(l).

04(Ao) est le spectre discret, ge(Ag) le spectre essentiel.

| \

REMARQUE
— V. M. Teshukov 1985 (Définition)

1
H
S'il n'y a pas de solution complexe ¢ a / (~g—)2d/\ =1, le systéeme est dit hyperbolique.
0 —
0

y

V. M. TEsHUKOV 1994 (LoNG WAVES IN AN EDDYING BAROTROPIC FLUID)

Pour toute solution réguliére, il existe uniquement deux valeurs réelles ¢ solutions de

1
H
/ & _dx=1
0 (ui)
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MUIONoRRCONNING  SPECTRE DE L'OPERATEUR

REFERENCE AUX TRAVAUX DE BENNEY

D. J. Benney 1973 "Some Properties of Long Nonlinear Waves", in Studies in Applied
Mathématics, Vol LII, N°1

u,+v,=0, {1.8)

u, + uu, + vu, = — gh,, (1.9)
v=0, y=0, (1.10)

h +uh, —v=0, y=nh (1.11)
Special solutions o
| u = u(y, h), 2.1
b = —c(hh,- 2.2

so that the free surface deforms and propagates with speed c(h).
From (1.8) and (1.10) we obtain

2 d
v=—h, f u,, dy, (2.3)
and substitution into (1.9) and (1.11) yields
dy
fw@——w—dfajy (2.4)
where
hody 1
= 2:5
fo w—cf g @3
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FORMULATION SEMI-LAGRANGIENE: SPECTRE

REMARQUE

La condition apparaissant dans le spectre discret peut s'écrire dans les variables d'origine:

1 n
1 :/ iﬂd)\:/ £ _dz
o (c—1) o (c—u)

Dans le régime de type shallow water, i.e., lorsque &I est indépendant de ), alors le spectre se
réduit a

| A\

REMARQUE

1
U(Ao)z{fl+\/gh,f17\/gh,l~l}, where h:/ HdX =n — zp.
0

Les deux premiéres valeurs propres i = 4/ gh sont les valeurs propres usuelles du systeme de
Saint-Venant.
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MUIONoRRCONNING  SPECTRE DE L'OPERATEUR

FORMULATION SEMI-LAGRANGIENE : LOCALISATION DU SPECTRE

PROPOSITION

Siie COV4(I), He CO(I) et H> 0, le spectre o(Ag) est dans I'union des ensembles suivants :
Jo=[o-—/ghi], Ji = |4, 0y + \/gh].

R:{ZG(C: - <Rz< b4 and |Sz| < /g },

o i =infi, Oy =sup i,  h= [ Hd\.

y
Rie
++/gh
~ = = Rc
i —+/gh U= a(l) Y Gy +4/gh
— gh
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POSSIBLE ABSENCE D’UNE VALEUR PROPRE REELLE

Le cas limite consiste en Bi(A) = KAY*, H(A) = 1, et K > /g pour g = 10.

bgH(
F(c):/o 7@{;()?))2&'
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MUIONoRRCONNING  SPECTRE DE L'OPERATEUR

FORMULATION SEMI-LAGRANGIENNE: DISCRIMINATION DE CAS QUI
FONCTIONNENT

PROPOSITION (STABILITY OF SHEAR SHALLOW WATER FLOWS WITH FREE SURFACE,
CHESNOKOV, A. A. AND EL, G. A. AND GAVRILYUK, S. L. AND PavLov, M. V.)
(i) if u is monotonic with O,;u # 0, then the eigenvalues are necessarily real,
(ii)-a if u is non-decreasing with O,;u < 0 for z € [0, zc), Ozzu|7=z. = 0 and d,,u > 0 for
z € (zc, h], then the eigenvalues are real,
(ii)-b if u is non-increasing with 8,;u > 0 for z € [0, zc), Ozzu|;=z. = 0 and d,u < 0 for
z € (zc, h], then the eigenvalues are real,
(iii)-a if u is non-decreasing with O,;u > 0 for z € [0, z¢), Oz u|z=z. = 0 and O,zu < 0 for
z € (zc, h], then one can obtain complex eigenvalues,

(iii)-b if u is non-increasing with 8,;u < 0 for z € [0, z¢), Ozzu|z=z, = 0 and O,zu > 0 for
z € (zc, h], then one can obtain complex eigenvalues.

Preuve par |'utilisation de la formule de Sokhotski—Plemelj (analyse complexe).
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MODELE CONTINU

discret.

SPECTRE DE L'OPERATEUR

On peut refaire la démonstration juste avec de |'analyse réelle qui permet un passage au cas

Si &1 € C?(I) est strictement monotone en \ et Jy (H/BAU) # 0 alors

Ud(A) = {C—y C+}7 JE(A) = TJ(I)

o)\ (H/[))\L"l) # 0 est équivalent a 9,,u # 0.
PROPOSITION (CONTRE EXEMPLE)

Pour a # 0 et b > 0 tel que

btanh b > 1,
Le spectre de Ay pour

la| < 4/1— (btanh b)—1,
_ -1
HQA) =g,

(A) = atanh(b(2X — 1))
contient au moins 2 valeurs propres complexes conjuguées telles que Rc = 0 et Sc # 0.

HYPERBOLICITE EULER SURFACE LIBRE
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DISCRETISATION DU MODELE MULTI-COUCHE
FORMULATION SEMI-LAGRANGIENNE : APPROCHE MULTI-COUCHE

On considére une approximation Py de H, @i pour A € |

A
OH 1 AN+1/2
Ta‘i‘ax(Haua):O ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, /
N ___________;_X________— 04+1/2
Ao . . . __________72___a:ry_2___a__1/>e
TS +ua8xua+g8me3Hg:—g8xzb iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii —1/2
= o ______._
0 X

N
Ht A & Y TaeraWHa(tx), Bt x,0) Z Txer, (A)iia (£, x).

a=1

o Couches horizontales artificielles.

& Approximation Po— exacte.

¢ Pas de termes d’'échange
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MUIONoRNCONNINUN  DISCRETISATION DU MODELE MULTI-COUCHE

FORMULATION MATRICIELLE DU MULTI-COUCHE SEMI LAGRANGIEN

PROPOSITION

Le systéme peut étre écrit sous la forme quasi linéaire suivante

ou ~ oU

avecU = (Hy, UN)T et §= (On, —gBxzp1y) des vecteurs de dimension 2N et Ay(U) une
matrice blocs 2 x 2 définie par

~ [ diag(Uy) diag(Hy)
Ant) = (g1N & 1n diang)) ’

PROPOSITION

Siz, =0, Hy > 0 et g > 0 la matrice AN(Z:{) admet au plus 2N valeurs propres données par

N
_ Moo gviHi P -1
oc(Any) =< ceC\ Uy : Zm =1 U{CE Uy : card(UN (c)}) >1},
i=
ou l:l,;l(c) = {j e{1,....,N} : o = c} est I'ensemble des points pour lesquels @i = c. Si tous

les @i; sont distincts, la seconde partie est vide.
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Mc

[CONVIMU  DISCRETISATION DU MODELE MULTI-COUCHE

VALEURS PROPRES DU MULTI-COUCHE SEMI LAGRANGIEN

PROPOSITION

Pour Hy > 0, les valeures propres o(Apy) de Ay sont contenues dans la réunion des N + 2
ensembles :

Jo= [0~ \/ghn,i-], Ji = [, 0y + /8],

D;:{ZG(C: |z — ;] < +/ghny and D_§§E2§E+},

et il existe exactement deux valeurs propres dans o(Ay) N J+ = {c+}.

++/ &h
Dy Dy D3 Dy

J_ Ji
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Mc SNV DISCRETISATION DU MODELE MULTI-COUCHE

VALEURS PROPRES DU MULTI-COUCHE SEMI-LAGRANGIEN

Les valeurs propres sont les ¢ solutions de R

F(c)_z(” T

PROPOSITION
Si Hy > 0, et que I'on a soit :

Uy — - < 4/ghy, ou

max; (|8 — bi4+1]?) < 8g min;(viH;)
alors:

o(Ay)NR = {c_,ci}U {c ey - card([],gl(c)}) > 1} ,

et en particulier si les @i; sont tous distincts o(Ay) NR = {c_, ct}.

Il'y a donc dans ce cas 2N — 2 valeurs propres complexes a partie imaginaire non nulle !
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MUIONoRNCONNINUN  DISCRETISATION DU MODELE MULTI-COUCHE

UNE SORTE DE CONVERGENCE VERS LE PROBLEME CONTINU

PROPOSITION

Soit H € CY(I) et it € C?(I). Pour tout N > 1, soit {ui}i<i<n and {H;}1<i<n I'approximation

Po en X\ de Ui et H pour vo = % Si H > 0 et ii est strictement monotone en A\ avec

O\(H/Ox\u) # 0 pour tout X € I, alors pour N suffisamment grand
1/4
6gC3
sup |c| < (B ),
cEa(An) N
ou C > 0 dépend seulement de i et H:

€ = max(1,|[Hl o=, [|0xHl| o , || oo, [[Ox ]| o0 ) -
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CONCLUSION

Merci pour votre attention !

Pour plus d'information :
Hyperbolicity of a semi-Lagrangian formulation of the hydrostatic free-surface Euler system. B
DM, C. El Hassanieh, E. Godlewski, J. Guillod, J. Sainte-Marie, https://hal.science/hal-04190892
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