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Une anecdote ET un conseil touristique

1972)

Georges Teissier (1900—



Georges Teissier et les affaires qui nous intéressent

http://www.histenrs.fr/histoire-genetique/teissier.html

>

>
>
>

Mathématicien de formation
Directeur de la station biologique de Roscoff : 1945-1971
Directeur du CNRS : 1945-1950

«[...] Teissier n'a de cesse de vouloir imposer cette approche mathématique a I'étude
biologique pour établir une "biologie mathématique", c'est-a-dire une "biologie
rationnelle", comme il I'explique lui-méme lors d’une conférence faite 3 I'Ecole des
Hautes Etudes de Belgique le 17 mars 1933.»

«Dans la conclusion de son article "La statistique en Biologie", on peut en fait
trouver |'expression de toute sa démarche : "le rble que jouera la statistique en
biologie s'accroitra sans doute possible dans I'avenir [...] elle pourra méme contribuer
a poser de nouveaux problemes et a étendre ainsi dans de vastes proportions le
domaine actuel des sciences de la vie. Mais il faut, pour cela, que cela ne soit pas le
privilege de quelques rares spécialistes plus versés dans le maniement des formules
que dans celui des étres vivants. Le statisticien et le biométricien, si loin que puissent
les conduire leurs calculs, si abstraites que puissent étre leurs conclusions, ne devront
jamais oublier que sous les algorithmes se cache une réalité vivante et qu'un progrés
véritable ne sera possible qu’autant qu’ils sauront étre et rester des biologistes".»


http://www.histcnrs.fr/histoire-genetique/teissier.html

Evolution des systemes génétiques

. . %, '
Denis Roze (EBEA, Station Biologique Roscoff, CNRS), Nicolas Bierne (ISEM, Univ.
Montpellier, CNRS), Alexis Simon (ISEM, Univ. Montpellier, CNRS)

» Fronts d'avance en génétique des populations

» Etude des phénomeénes de spéciation

» Interactions non-linéaires : dominance, épistasie

w w

a A A Génotype ab Ap ABGénotype
a a A aB



Un locus, deux alleles

» Population dans un habitat linéaire
» Individus diploides

» Cycle de vie
1. Fusion au hasard des gameétes en tout point — naissance de nouveaux individus
2. Production de gamétes (selon la fitness)
3. Migration des gametes
> p(x,t) fréquence de I'allele A
1 — p(x, t) fréquence de I'alléle a

» W.a, Waa, Waa fitness des individus

Waa:]-
Waa =14 54— Sa
Waa =1+ 254

avec 0 < sp < Sa (sous-dominance)

N



Equation de réaction-diffusion bistable

» Supposant Sp < 1, on obtient

2
Op = <5A + 5a(2p — 1))p(1 -p)+ %fﬁxp
ou 02 .
9ep = 25ap(p — a)(1 = p) + = Focp (p)
oll @ = 5‘55;:" >0

» Deux locus, deux alléles (mémes hypothéses)
q(x, t) fréquence de I'alléle B
1 — g(x, t) fréquence de I'alléle b

> Wbb, WBb7 WBB fitness des individus

Wep =1+ sg — Ss
Wgg =1+ 2sg

avec sg > 0 et Sg > sg
> W, =W, W,



Deux locus, deux alleles

» Possibilité de recombinaison pendant la méiose (taux de recombinaison 0 < r < %)

Ala
> . -
Individu Blb produit:

1. gen proportion 1;’
2. 2 en proportion 1=*
-, €n proporti =
3. Z\en proportion 5
4 2 Ly
- gen proportion 3

> yi,¥2,Vs,ya fréquences des gamétes AB, Ab, aB, ab (resp.)
» z; ; fréquence des individus diploides formés par fusion des gametes i et j:
{2y,-yj si i#Ej
Zij = 2 .
vi sinon
On obtient
1
n=zi1+ 5(21,2 +z134+ (1= r)zi4+ rz3)

1
Yo =22+ 5(22,1 + 244+ (1= r)z3+ rzia)

1
Y3 =233+ 5(23,1 +z3a+(1—r)zzp+ rz14)

1
Ya = z44 + 5(24,2 +z3+(1—r)zi+rzngs)



Systeme d’évolution

» Supposant Sa, Sg,r < 1, on obtient

% = fi(y) == yPi(y) + r(y2ys — y1ya)
% = B(y) := y2Pa(y) + r(yiya — y2y3)
% = f(y) = ysPs(y) + r(vys = yays)
% = fa(y) == yaPa(y) + r(y2ys — yrya)

» Le changement de variables
p=y1+y» fréquence de I'allele A
qg=y1+y3 fréquence de l'allele B
D = yiys — yoy3 déséquilibre de liaison

donne

% — 254 p(p — )(1 — p) + 25 (q — B)D

99 =255 qla — £)(1 — @) + 254 (p — @)D

9 — D(r+a5u(p—a)p— 3) +4Ss(a ) 3))
avec

:SA_SA 5:55—53
25, 2Sp




Systeme de réaction-diffusion
Avec la migration
Oryi = fiy) + Oxyi

on obtient

0ep = fiy) + v + fa(y) + Ozye

0:q = fi(y) + o + Bly) + O%ys

0:D = yifa(y) + y10%ya + yahfi(y) + vados — y2fa(y) — y2 05y — y3ha(y) — ys0icy
Puis

V10%cya + YaOigeyr — YoOixys — Y3Oixyr = O D — (20xy10ya — 20xy20xys)
= 05D + 20:pdsq

9ep =254 p(p — a)(1 — p) + 258 (q — B)D + B2p
9:q =256 q(q — B)(1 — q) + 254 (p — @)D + 8%q
1
;D = —D(r +4Sa(p — @) (p — 7) +4Sg(q — B)(q — 5)) + 20, pdeq + 95D

p(0) = po(x) a(~0) = ao(x) D(0) =0
(%p,q.D)



Rappel sur I'équation de réaction-diffusion bistable

dep = 25ap(p — @)(1 — p) + 0P (%p)
> Front progressif
p(x,t) = p(z) avec z=+/Sa(x —ct)
> Vitesse ¢ = 1/S5a(1 — 2a) = 2

NG
> Profil
B(z) = 1
Pe =17 exp(z)
A
1
0.5
0 >
-10 0 10

» Propagation de I'alléle avantageux A

» Vocabulaire : «cline de fréquence alléliquen



Simulation #1 : fronts progressifs 7

Méme direction, méme vitesse

Allele frequencies at time t= 0.00

1.0 1 —p
—9q
— 0D
0.8 4
0.6 1
0.4 4
0.2 4
0.0
0 Zb 4‘0 6‘0 Sb 160 lZIO l“lO
Space
(=)
sa = 0.08, Sa=0.1, ¢ = \/5_% =025
ss = 0.08, Sg=0.1, = \/5% =0.25

r=0.01



Simulation #2 : attention a la condition initiale !

Méme direction, méme vitesse

Allele frequencies at time t= 0.00

10+ —p
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Simulation #3

Méme direction, écart de vitesse

Allele frequencies at time t= 0.00
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Simulation #4

Méme direction, (plus petit) écart de vitesse

Allele frequencies at time t= 0.00
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Simulations : une vue condensée
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Comment sont calculées les vitesses ?

> A partir des solutions (p(xa, t))o<n<n €t (q(Xn, t))o<n<n

> Approcher (3 chaque pas de temps) les solutions numériques par un front de

référence, i.e. trouver x,(t) qui minimise

N

1

1

(V30 - xp<r>>))

1 2 x -
L N N P o)L DL G e R
et xq(t) qui minimise

1 2 N (ol )
O sy e L —;(qm R

» S'assurer que les erreurs restent petites
e(xp(t)) < 107° et e(xq(t)) < 107°
> Vitesses définies par c,(t) = x,(t) et cq(t) = xg(t)

(V5

(i — xq(r»))



Fronts progressifs généralisés en réaction—diffusion

» Hétérogénéité dans le domaine : environnement, milieu...

Oep = d(x)Ap + f(x, p)

> Front de transition (BERESTYCKI, HAMEL, MATANO 2009):

1. solution globale en temps
2. qui relie deux états d’équilibre
3. de largeur bornée uniformément

» Front progressif généralisé :

1. solution globale en temps
2. proche d'un front de référence p

px.t) = p (229
p(x,t) ~ B (7)( ;VE(:)(t))

> Notions de position (et largeur) instantanée(s), donc de vitesse instantanée



Fronts progressifs généralisés pour notre probleme

» Hypothese sur p

plx. )~ B (V/Salx = (1))
» Hypotheése sur g

a(x, 1) ~ & (V/Salx — xa(2)
»> 2 coordonnées collectives : x, et xq
> ci,



Cas Sy, Sg < r : faible déséquilibre de liaison

» On s’attend a ce que D reste proche de

D~ %@p@xq

» Supposons

plx, ) = K(z,) = k (V/Salx = xa(£)) ) alx,2) = k(z) = k (v/Salx = xo(1)))
et calculons
0p=—/Swp(OK (z)  Bep=+/Sak'(z)) Db = Sak" ()
0iq = —\/Sext(t)K (zg)  Oxq=/Sek'(zg)  0%q = Sek"(zy)
» En remplacant dans les deux premiéres équations de (xp.q,0)

n 255v/SAS8

r

+ 254V 5458

r

—/Saxi(t)K' (25) = 25aRa(K(2p)) (k(zp) - ,6) K (25)K (24) + Sak" (zp)

—V/Sexi(t)K (24) = 2S5 Ra(K(2,)) (K(z2) = @) K (z)K (25) + ek (20)

16



Cas Sa, Sg < r : faible déséquilibre de liaison (cont.)

» En intégrant sur le domaine, tenant compte des relations

+oo +oo
/ kK'(z) dz=1 / K'(z) dz=0

12« sA

/ R.(K'(2)) dz = 5 =3, / Rs(K'(2)) dz = 5

» On obtient les équations d’évolution suivantes

SA 453 +oo

’ / / S
xp(t):m +=2 N k(z)k'(z)k \/sA(xq—x,,)+z,/5f2
Sa
Sg
Ss
Sa
Se
Sa




Cas Sa, Sg < r : faible déséquilibre de liaison (cont.)

» Le systeme a donc la forme
' 2§ 2
Xp = Cp +TBf1(\/SA(Xq_XP)) "‘%7:2(\/5%\()(:7_’%))
25, 2
Xg = Cq +TAf3(\/ SB(Xp_Xq)> +%ﬂl(\/ SB(XP_Xq))

0.05

L L L
-10 <5 5 10

-0.05¢
Figure: Termes f; en bleu et £, en jaune

» Permet de répondre a la question de |'agrégation des fronts ?

» Nécessité d'un développement asymptotique



Le cas de N genes et le lien avec le modéle de Kuramoto

» Avec N locus, en premiére approximation, si sa; = s; et Sa;, = S, on obtient

N N
/ S 1 .
l=c+ = fA(xi — x; st ih(xi — xi), 1,....,N
X c+,§'1:1<x, x)+r§ll#ﬁ'sjz(xj x), i€ }
J= J=L 7

» (Forte) similitude avec le modéle de Kuramoto
L
0! :w,——|—NZSin(9j—9,-), ie{1,...,N}
j=1
» Différences : espace des phases, facteur 1/N

0;

Figure: re’¥ = % Z el



LB 2M

CNRS + SORBONNE UNIVERSITE
Station Biologique
de Roscoff

) SORBONNE
b UNIVERSITE
CREATEURS DE FUTURS

DEPUIS 1257

20



	Interactions entre clines de fréquences alléliques
	Motivation, hypothèses du modèle et équations
	Exploration numérique
	Fronts progressifs généralisés, modèle standardisé

	Conclusion et perspectives

	3.Plus: 
	3.Reset: 
	3.Minus: 
	3.EndRight: 
	3.StepRight: 
	3.PlayPauseRight: 
	3.PlayRight: 
	3.PauseRight: 
	3.PlayPauseLeft: 
	3.PlayLeft: 
	3.PauseLeft: 
	3.StepLeft: 
	3.EndLeft: 
	anm3: 
	3.148: 
	3.147: 
	3.146: 
	3.145: 
	3.144: 
	3.143: 
	3.142: 
	3.141: 
	3.140: 
	3.139: 
	3.138: 
	3.137: 
	3.136: 
	3.135: 
	3.134: 
	3.133: 
	3.132: 
	3.131: 
	3.130: 
	3.129: 
	3.128: 
	3.127: 
	3.126: 
	3.125: 
	3.124: 
	3.123: 
	3.122: 
	3.121: 
	3.120: 
	3.119: 
	3.118: 
	3.117: 
	3.116: 
	3.115: 
	3.114: 
	3.113: 
	3.112: 
	3.111: 
	3.110: 
	3.109: 
	3.108: 
	3.107: 
	3.106: 
	3.105: 
	3.104: 
	3.103: 
	3.102: 
	3.101: 
	3.100: 
	3.99: 
	3.98: 
	3.97: 
	3.96: 
	3.95: 
	3.94: 
	3.93: 
	3.92: 
	3.91: 
	3.90: 
	3.89: 
	3.88: 
	3.87: 
	3.86: 
	3.85: 
	3.84: 
	3.83: 
	3.82: 
	3.81: 
	3.80: 
	3.79: 
	3.78: 
	3.77: 
	3.76: 
	3.75: 
	3.74: 
	3.73: 
	3.72: 
	3.71: 
	3.70: 
	3.69: 
	3.68: 
	3.67: 
	3.66: 
	3.65: 
	3.64: 
	3.63: 
	3.62: 
	3.61: 
	3.60: 
	3.59: 
	3.58: 
	3.57: 
	3.56: 
	3.55: 
	3.54: 
	3.53: 
	3.52: 
	3.51: 
	3.50: 
	3.49: 
	3.48: 
	3.47: 
	3.46: 
	3.45: 
	3.44: 
	3.43: 
	3.42: 
	3.41: 
	3.40: 
	3.39: 
	3.38: 
	3.37: 
	3.36: 
	3.35: 
	3.34: 
	3.33: 
	3.32: 
	3.31: 
	3.30: 
	3.29: 
	3.28: 
	3.27: 
	3.26: 
	3.25: 
	3.24: 
	3.23: 
	3.22: 
	3.21: 
	3.20: 
	3.19: 
	3.18: 
	3.17: 
	3.16: 
	3.15: 
	3.14: 
	3.13: 
	3.12: 
	3.11: 
	3.10: 
	3.9: 
	3.8: 
	3.7: 
	3.6: 
	3.5: 
	3.4: 
	3.3: 
	3.2: 
	3.1: 
	3.0: 
	2.Plus: 
	2.Reset: 
	2.Minus: 
	2.EndRight: 
	2.StepRight: 
	2.PlayPauseRight: 
	2.PlayRight: 
	2.PauseRight: 
	2.PlayPauseLeft: 
	2.PlayLeft: 
	2.PauseLeft: 
	2.StepLeft: 
	2.EndLeft: 
	anm2: 
	2.98: 
	2.97: 
	2.96: 
	2.95: 
	2.94: 
	2.93: 
	2.92: 
	2.91: 
	2.90: 
	2.89: 
	2.88: 
	2.87: 
	2.86: 
	2.85: 
	2.84: 
	2.83: 
	2.82: 
	2.81: 
	2.80: 
	2.79: 
	2.78: 
	2.77: 
	2.76: 
	2.75: 
	2.74: 
	2.73: 
	2.72: 
	2.71: 
	2.70: 
	2.69: 
	2.68: 
	2.67: 
	2.66: 
	2.65: 
	2.64: 
	2.63: 
	2.62: 
	2.61: 
	2.60: 
	2.59: 
	2.58: 
	2.57: 
	2.56: 
	2.55: 
	2.54: 
	2.53: 
	2.52: 
	2.51: 
	2.50: 
	2.49: 
	2.48: 
	2.47: 
	2.46: 
	2.45: 
	2.44: 
	2.43: 
	2.42: 
	2.41: 
	2.40: 
	2.39: 
	2.38: 
	2.37: 
	2.36: 
	2.35: 
	2.34: 
	2.33: 
	2.32: 
	2.31: 
	2.30: 
	2.29: 
	2.28: 
	2.27: 
	2.26: 
	2.25: 
	2.24: 
	2.23: 
	2.22: 
	2.21: 
	2.20: 
	2.19: 
	2.18: 
	2.17: 
	2.16: 
	2.15: 
	2.14: 
	2.13: 
	2.12: 
	2.11: 
	2.10: 
	2.9: 
	2.8: 
	2.7: 
	2.6: 
	2.5: 
	2.4: 
	2.3: 
	2.2: 
	2.1: 
	2.0: 
	1.Plus: 
	1.Reset: 
	1.Minus: 
	1.EndRight: 
	1.StepRight: 
	1.PlayPauseRight: 
	1.PlayRight: 
	1.PauseRight: 
	1.PlayPauseLeft: 
	1.PlayLeft: 
	1.PauseLeft: 
	1.StepLeft: 
	1.EndLeft: 
	anm1: 
	1.94: 
	1.93: 
	1.92: 
	1.91: 
	1.90: 
	1.89: 
	1.88: 
	1.87: 
	1.86: 
	1.85: 
	1.84: 
	1.83: 
	1.82: 
	1.81: 
	1.80: 
	1.79: 
	1.78: 
	1.77: 
	1.76: 
	1.75: 
	1.74: 
	1.73: 
	1.72: 
	1.71: 
	1.70: 
	1.69: 
	1.68: 
	1.67: 
	1.66: 
	1.65: 
	1.64: 
	1.63: 
	1.62: 
	1.61: 
	1.60: 
	1.59: 
	1.58: 
	1.57: 
	1.56: 
	1.55: 
	1.54: 
	1.53: 
	1.52: 
	1.51: 
	1.50: 
	1.49: 
	1.48: 
	1.47: 
	1.46: 
	1.45: 
	1.44: 
	1.43: 
	1.42: 
	1.41: 
	1.40: 
	1.39: 
	1.38: 
	1.37: 
	1.36: 
	1.35: 
	1.34: 
	1.33: 
	1.32: 
	1.31: 
	1.30: 
	1.29: 
	1.28: 
	1.27: 
	1.26: 
	1.25: 
	1.24: 
	1.23: 
	1.22: 
	1.21: 
	1.20: 
	1.19: 
	1.18: 
	1.17: 
	1.16: 
	1.15: 
	1.14: 
	1.13: 
	1.12: 
	1.11: 
	1.10: 
	1.9: 
	1.8: 
	1.7: 
	1.6: 
	1.5: 
	1.4: 
	1.3: 
	1.2: 
	1.1: 
	1.0: 
	0.Plus: 
	0.Reset: 
	0.Minus: 
	0.EndRight: 
	0.StepRight: 
	0.PlayPauseRight: 
	0.PlayRight: 
	0.PauseRight: 
	0.PlayPauseLeft: 
	0.PlayLeft: 
	0.PauseLeft: 
	0.StepLeft: 
	0.EndLeft: 
	anm0: 
	0.56: 
	0.55: 
	0.54: 
	0.53: 
	0.52: 
	0.51: 
	0.50: 
	0.49: 
	0.48: 
	0.47: 
	0.46: 
	0.45: 
	0.44: 
	0.43: 
	0.42: 
	0.41: 
	0.40: 
	0.39: 
	0.38: 
	0.37: 
	0.36: 
	0.35: 
	0.34: 
	0.33: 
	0.32: 
	0.31: 
	0.30: 
	0.29: 
	0.28: 
	0.27: 
	0.26: 
	0.25: 
	0.24: 
	0.23: 
	0.22: 
	0.21: 
	0.20: 
	0.19: 
	0.18: 
	0.17: 
	0.16: 
	0.15: 
	0.14: 
	0.13: 
	0.12: 
	0.11: 
	0.10: 
	0.9: 
	0.8: 
	0.7: 
	0.6: 
	0.5: 
	0.4: 
	0.3: 
	0.2: 
	0.1: 
	0.0: 


