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L’ancien monde

Dans le temps, en mécanique des milieux continus, on avait :
I des lois de conservation de la physique,

I la conservation de la masse,
I la conservation de la quantité de mouvement,
I la conservation de tout ce qui se conserve.

I des lois de comportement,
I la loi de comportement de la coquille de l’huître,
I la loi de comportement de la chair de l’huître.

Les lois de conservation sont universelles.
Les lois de comportement sont phénoménologiques et
spécifiques à chaque matériau.
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Le nouveau monde
Maintenant, on a :
I toujours les lois de conservation de la physique,
I et des données.

Alors, les données vont-elles remplacer les lois de
comportement ?
C’est ce que promet la

« data-driven computational mechanics »,
a new computing paradigm
(acc. to Kirchdoerfer, T. & Ortiz, M.

Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 304 (2016) 81–101)
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Premiers éléments de réponse

Ce n’est probablement pas exactement pour demain.

Mais l’idée est intéressante.

Prenons une loi de comportement classique au hasard : un
matériau d’Ogden (vi = vi (F )) :

W (F ) =
M∑
i=1

ai (v
γi
1 + vγi2 + vγi3 )

+
N∑
j=1

bj((v1v2)δj + (v2v3)δj + (v1v3)δj ) + Γ(v1v2v3),

avec ai > 0, bj > 0, γi ≥ 1, δj ≥ 1 et Γ convexe,
Γ(δ)→ +∞ quand δ → 0+ (par exemple
Γ(δ) = cδ2 − d ln δ, c , d > 0).
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Premiers éléments de réponse

Ça fait quand même beaucoup de paramètres à ajuster à
partir des données expérimentales...

D’où l’idée du data-driven etc. :

Court-circuiter la loi de comportement et utiliser directement
ces fameuses données, tout en satisfaisant les lois de
conservation.

On fait l’impasse sur les démarches visant à obtenir des lois
de comportement à partir de la structure microscopique.
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Mais ces données, c’est quoi ?

En particulier dans ce contexte-là.

Données = couples forces ↔ déformation.
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L’exemple de Kirchdoerfer & Ortiz 1

Est un treillis de barres (les dessins qui suivent sont tous piqués chez K. & O.) :
T. Kirchdoerfer, M. Ortiz / Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 304 (2016) 81–101 87

Fig. 3. Model problem geometry with boundary conditions.

Fig. 4. Material model with reference solution values superimposed.

Next, we turn to the question of convergence with respect to the number of data points. For definiteness, we
monitor the convergence of the resulting sequence of data-driven solutions to the reference solution in the sense of the
normalized percent root-mean-square stress and strain errors
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L’exemple de Kirchdoerfer & Ortiz 2

Tout est linéarisé, sauf la loi de comportement de chaque
barre :

T. Kirchdoerfer, M. Ortiz / Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 304 (2016) 81–101 87

Fig. 3. Model problem geometry with boundary conditions.

Fig. 4. Material model with reference solution values superimposed.

Next, we turn to the question of convergence with respect to the number of data points. For definiteness, we
monitor the convergence of the resulting sequence of data-driven solutions to the reference solution in the sense of the
normalized percent root-mean-square stress and strain errors
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Ici, c’est juste une fonction de R dans R, ε 7→ σ.
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L’exemple de Kirchdoerfer & Ortiz 3

L’approche ancienne consiste à
I Écrire la loi de conservation, ici l’équilibre de chaque

nœud, i.e., la somme des forces, soit extérieures
appliquées, soit provenant de la contrainte dans chacune
des barres aboutissant à ce nœud, est nulle.

I Remplacer chaque contrainte par sa valeur donnée par la
loi de comportement en fonction de la déformation
locale.

I Exprimer les conditions de Dirichlet en termes des
déformations.

I Résoudre le gros système non linéaire obtenu d’une
façon ou d’une autre.
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L’exemple de Kirchdoerfer & Ortiz 4
Le principe data-driven est différent.
I On dispose d’un jeu de données E d’états locaux pour

les barres, un nombre fini de couples (ε, σ).T. Kirchdoerfer, M. Ortiz / Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 304 (2016) 81–101 83
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Fig. 1. Typical material data set for truss bar.

states. For instance, each point in the data set may correspond to, e. g., an experimental measurement, a subgrid mul-
tiscale calculation, or some other means of characterizing material behavior. A typical data set is notionally depicted
in Fig. 1.

2.1. Data-driven solver

For a given material data set, the proposed data-driven solvers seek to assign to each bar e = 1, . . . , m of the truss
the best possible local state ("e, �e) from the corresponding data set Ee, while simultaneously satisfying compatibility
and equilibrium. We understand optimality of the local state in terms of an appropriate figure of merit that penalizes
distance to the data set in phase space. For definiteness, we consider local penalty functions of the type

Fe("e, �e) = min
("0

e,�
0
e)2Ee

⇣
We("e � "0

e) + W ⇤
e (�e � � 0

e)
⌘
, (1)

for each bar e = 1, . . . , m in the truss, with

We("e) = 1
2

Ce"
2
e and W ⇤

e (�e) = 1
2

� 2
e

Ce
(2)

and with the minimum taken over all local states ("0
e, �

0
e) in the local data set Ee. We may regard We and W ⇤

e are
reference strain and complementary energy densities, respectively. We emphasize that the functions We and W ⇤

e are
introduced as part of the numerical scheme and need not represent any actual material behavior. In particular, the
constant Ce is also numerical in nature and does not represent a material property.

Given a global state consisting of the collection of the local states ("e, �e) of each one of its bars, the combined
penalty function

F =
mX

e=1

we Fe("e, �e) (3)

simultaneously penalizes all local departures of the local states of the bars from their corresponding data sets. Here and
subsequently, we = Ae Le denotes the volume of truss member e, with Ae its cross-sectional area and Le its length.
The aim of the data-driven solver is to minimize F with respect to the global state {(", � )} subject to equilibrium and

I La solution est un ensemble d’états locaux (εe , σe) pour
chaque barre e = 1, . . . ,m, compatible avec la loi de
conservation et les conditions aux limites, et le plus
proche possible du jeu de données E en un certain sens.



Données et
mécanique des

structures

H. Le Dret

L’ancien et le
nouveau

Calcul des
structures et
données

Un point de vue
plus abstrait

L’exemple de Kirchdoerfer & Ortiz 5

La loi de comportement est donc de fait remplacée par le jeu
de données. Plus précisément, on pose
F ((ε, σ)) = min(ε′,σ′)∈E

(
(ε− ε′)2 + (σ − σ′)2),

86 T. Kirchdoerfer, M. Ortiz / Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 304 (2016) 81–101
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Fig. 2. Voronoi tessellation of a data set.

This is precisely the data point ("
⇤(k+1)
e , �

⇤(k+1)
e ) in Ee whose Voronoi cell contains ("

(k)
e , �

(k)
e ). Thus, the penalty

function (1) or, equivalently, the norm (13) divides the phase space into cells according to the Voronoi tessellation
of Ee. Each cell in that tessellation may be regarded as the ’domain of influence’ of the corresponding data point.
The local state assignment then simply assigns material points according to their domain of influence and the iteration
terminates when the local states of all bars lie within the domain of influence of the corresponding data points assigned
to the bars.

2.2. Numerical analysis of convergence

A central question to be ascertained concerns the convergence of data-driven solvers with respect to the data
set. Specifically, suppose that the materials in the truss obey a well-defined constitutive law in the form of a graph,
or stress–strain curve, in (", � )-phase space. Then, we expect the data-driven solutions to converge to the classical
solution when the data sets approximate the stress–strain curve increasingly closely, in some appropriate sense to be
made precise subsequently.

In this section, we exhibit this convergence property in a specific example of application. Fig. 3 shows the
geometry, boundary conditions and applied loads on a truss containing 1048 degrees of freedom. The truss undergoes
small deformations and the material in all bars obeys the nonlinear non-linear elastic law shown in Fig. 4. A
Newton–Raphson solver is used to calculate the reference solution. The reference solution values thus obtained are
plotted on the constitutive stress–strain curve to exhibit the extent of non-linearity and the range of local states covered
by the solution.

Suppose that, in actual practice, the stress–strain curve in Fig. 4 is not known exactly but, instead, sampled by
means of a finite collection of points, or data sets. We begin by considering a sequence (Ek) of increasingly fine data
sets consisting of points on the stress–strain curve at uniform distances ⇢k # 0, with distance defined in the sense of
the norm (13).

The convergence of the local data assignment iteration is shown in Fig. 5 for data sets of sizes 102, 103, 104, 105.
In all cases, the initial local data assignment is random and convergence is monitored in terms of the penalty function
F , Eq. (3). We note that the problem of assigning data points optimally to each bar of the truss is of combinatorial
complexity. Therefore, it is remarkable that the local data assignment iteration converges after a relatively small
number of steps. As expected, the number of iterations to convergence increases with the size of the data set. However,
it bears emphasis that each local data assignment iteration entails a linear solve corresponding to the linear comparison
truss. The matrix of the system of equations, or stiffness matrix, can be factorized once and for all at the start of the
iteration and subsequent iterations require inexpensive back-substitutes only.

Et on minimise F(z) =
∑m

e=1 F ((εe , σe)) sous contraintes de
compatibilité, où z = ((εe , σe))e=1,...,m est un état global du
treillis.
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L’exemple de Kirchdoerfer & Ortiz 6

Il y a n nœuds, donc 3n degrés de liberté de déplacements ui
et 3n forces extérieures fi (scalaires).

Compatibilité cinématique : εe =
∑3n

i=1 Beiui . Bei = matrice
traduisant connectivité du treillis et directions des barres.
Certains des ui sont donnés.

Équilibre :
∑m

e=1 Beiσe = fi , pour les nœuds qui travaillent.

Ce problème admet une solution.

Si l’on se donne une famille ((ε∗, σ∗)) ∈ E e , alors on a un
problème de minimisation quadratique sous contraintes
affines, cad un gros système linéaire en les inconnues ui et σe
→ état global cinématiquement admissible et en équilibre le
plus proche au sens global de cette famille.
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L’exemple de Kirchdoerfer & Ortiz 7

L’algorithme :

1. On tire au hasard un élément ((ε∗0, σ∗0)) ∈ E e et on
résout le gros système linéaire → ((ε1, σ1)) ∈ (R2)e ,
cinématiquement admissible et en équilibre, le plus
proche au sens global, mais pas a priori au sens local.

2. Pour chaque e, on prend (ε∗1e , σ
∗1
e ) ∈ E en piochant

dans la cellule de Voronoi où se trouve (ε1e , σ
1
e ),
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Fig. 2. Voronoi tessellation of a data set.

This is precisely the data point ("
⇤(k+1)
e , �

⇤(k+1)
e ) in Ee whose Voronoi cell contains ("

(k)
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(k)
e ). Thus, the penalty

function (1) or, equivalently, the norm (13) divides the phase space into cells according to the Voronoi tessellation
of Ee. Each cell in that tessellation may be regarded as the ’domain of influence’ of the corresponding data point.
The local state assignment then simply assigns material points according to their domain of influence and the iteration
terminates when the local states of all bars lie within the domain of influence of the corresponding data points assigned
to the bars.

2.2. Numerical analysis of convergence

A central question to be ascertained concerns the convergence of data-driven solvers with respect to the data
set. Specifically, suppose that the materials in the truss obey a well-defined constitutive law in the form of a graph,
or stress–strain curve, in (", � )-phase space. Then, we expect the data-driven solutions to converge to the classical
solution when the data sets approximate the stress–strain curve increasingly closely, in some appropriate sense to be
made precise subsequently.

In this section, we exhibit this convergence property in a specific example of application. Fig. 3 shows the
geometry, boundary conditions and applied loads on a truss containing 1048 degrees of freedom. The truss undergoes
small deformations and the material in all bars obeys the nonlinear non-linear elastic law shown in Fig. 4. A
Newton–Raphson solver is used to calculate the reference solution. The reference solution values thus obtained are
plotted on the constitutive stress–strain curve to exhibit the extent of non-linearity and the range of local states covered
by the solution.

Suppose that, in actual practice, the stress–strain curve in Fig. 4 is not known exactly but, instead, sampled by
means of a finite collection of points, or data sets. We begin by considering a sequence (Ek) of increasingly fine data
sets consisting of points on the stress–strain curve at uniform distances ⇢k # 0, with distance defined in the sense of
the norm (13).

The convergence of the local data assignment iteration is shown in Fig. 5 for data sets of sizes 102, 103, 104, 105.
In all cases, the initial local data assignment is random and convergence is monitored in terms of the penalty function
F , Eq. (3). We note that the problem of assigning data points optimally to each bar of the truss is of combinatorial
complexity. Therefore, it is remarkable that the local data assignment iteration converges after a relatively small
number of steps. As expected, the number of iterations to convergence increases with the size of the data set. However,
it bears emphasis that each local data assignment iteration entails a linear solve corresponding to the linear comparison
truss. The matrix of the system of equations, or stiffness matrix, can be factorized once and for all at the start of the
iteration and subsequent iterations require inexpensive back-substitutes only.

3. → ((ε2, σ2)) ∈ (R2)e , etc., etc.
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Alors, l’ancien monde est-il K. & O. ?

Ils disent que
I Ça marche. (?)
I C’est efficace.
I C’est robuste.
I Il y a convergence vers la vraie solution quand

I le jeu de données se rapproche de la vraie loi de
comportement et

I ne laisse pas trop de trous...

I Autre exemple avec de l’élasticité linéaire 3d.
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Travail de Conti, Müller & Ortiz

Conti, S., Müller, S. & Ortiz, M., Data-driven problems in elasticity, Arch. Rational Mech.
Anal. 229 (2018) 79–123. https://doi.org/10.1007/s00205-017-1214-0

I Introduire un cadre abstrait pour cela,
I avec des « data- » partout même s’il n’y en a pas tant

que ça, en fait.
I Plutôt dans la continuité des idées de Tartar sur edp vs.

minimisation d’énergie :
I D’un côté les lois de conservation linéaires, de l’autre les

lois de comportement (non) linéaires, avec un couple de
variables conjuguées.

I On cherche à se placer à l’intersection des deux.
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Ze « data-driven » problème
Soit Z = E × S produit de deux espaces de Banach, normé
= espace des phases. Une loi de comportement F : E → S et
deux parties de Z :
I Un ensemble de « données matérielles »

D = {(ε, σ) ∈ Z ;σ = F (ε)},
I Un ensemble de « lois »

E = {z ∈ Z ; compatibilité + équilibre},
I Data-driven problème : trouver z∗ ∈ E ,

d(z∗,D) = inf
z∈E

d(z ,D).

Ex. de l’élasticité linéaire : Z = L2(Ω; Sym)× L2(Ω; Sym),
F (ε) = Cε (d’où D) et

E = {z ∈ Z ; ∃u ∈ H1(Ω;R3) + C.L.,

ε =
1
2

(∇u +∇uT ) et −divσ = f }
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Pour quelques convergences de plus

Reformulation sur Z × Z : argmin(ID×E(y , z) + ‖y − z‖).

Data-convergence (yn, zn)
∆→ (y , z) ssi yn ⇀ y , zn ⇀ z et

yn − zn → y − z .

D’où Γ(∆)-, M(∆)-, K (∆)-convergences...

... et ∆-relaxation : D̄ × E = K (∆)- lim(D × E).

En clair, (ε, σ) ∈ D̄ s’il existe (η, τ) ∈ E et(
(εn, σn), (ηn, τn)

)
∈ D × E , (yn, zn)

∆→ (y , z).
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Exemple à deux puits de potentiel
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