EXAMEN DU 9 JANVIER 2017
"THEORIE DES EQUATIONS D’EVOLUTION"

QUESTIONS DE COURS

1) Enoncer et démontrer le théoréme d’unicité pour les équations de transport (le théoréme
1.4.3 page 17 des notes de cours).

2) Enoncer et démontrer le théoréme de Fujita-Kato (le théoréme 4.2.1 page 52 et sa
démonstration des notes de cours).



Probléme

Préliminaire
Le but du probléme est d’étudier dans un domaine borné Q de R? I’équation
1
=3 Oou—Au— -Vdivu+u-Vu=0
U= = uo et upg = 0.
o u = (u',u?) désigne un champ de vecteurs dépendant du temps, A l'opérateur de La-

place 8% + 02, V le gradient et div I'opérateur de divergence. Ici, € est un paramétre réel qui

doit étre pensé comme étant "petit”.
On note V % (11(2))2, H % (22(2))? et V' ¥ (H-1(Q))2.

P1) Justifier I'existence d’une base hilbertienne (e, )nen de V et d’une suite croissante de
réels strictement positifs (A, )nen telles que

— —Ae, = )\%en,

— (Aneén)nen soit une base hilbertienne de V,

— (A ten)nen soit une base hilbertienne de V.

On désignera par Hy 'espace vectoriel engentré par les vecteurs eg, - - ,en et I'on désignera
par Py la projection orthogonale de H sur Hy.

P2) Démontrer que, pour tout couple (u,v) de champs de vecteurs de V, on a

2
(V div u, v)yryy d—efZ@ divu, v7) - LHE = —(divuldive) .
7=1

P3) Démontrer qu’il existe une constante C' telle que, pour tout champ de vecteurs v de V
et pour tout réel strictement positif €, on ait

. 1 .
> | @0 (@ @hde < 5 divals+ Celula [Vl
1<5,k<2 ¢

Le but du probléme est de démonter I'existence d’une solution globale lorsque € est assez
petit.

1) Dans l'esprit de la définition d’une solution faible pour le systéme de Leray ou pour
I’équation de Schrodinger, définir une notion de solution faible pour le systéme (NS.).

2) Démontrer que, pour tout entier N et tout réel strictement positif £,

1 .
(]’\E&N) { oruny — Auy — EPNV divuy + Py(uny - Vuy) =0

uN =0 = Pnuo

définit une équation différentielle ordinaire sur H .

1d
3) Calculer gd—HuN(t)H%g
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4) En déduire 'existence d’'une constante strictement positive ¢ telle que, si
(P) elluollfz < e
alors on a J .
v Ol + [Vun @17z + -] divux|z. <0.
On suppose dorénavant que I’hypothése (P) est satisfaite

5) En déduite que I’équation différentielle ordinaire (]/V\_,S/Ya ~) admet une solution globale.

6) Expliquer le plan d’une démonstration qui permette de démontrer 'existence d’une
solution faible globale du systéme (NS-).

7) La solution ainsi construite est-elle unique ?



