EXAMEN DU 8 JANVIER 2014
?THEORIE DES EQUATIONS D’EVOLUTION”

QUESTIONS DE COURS

1) Enoncer et démontrer les inclusions de Sobolev des espaces H $(R%) dans les espa-
ces LP(RY).

2) Enoncer et démontrer le théoréeme donnant une condition nécessaire et suffisante de sta-
bilité pour les solutions de I’équation de Navier-Stokes dans un domaine borné tridimensionnel

3) Démontrer que si C est une couronne et B une boule, il existe une constante C' telle que
pour tout entier k positif et pour tout couple (a,b) de réels tels que b > a > 1 on ait, pour
toute fonction v de L%,

Supp 4 C AB = ol 16%ullpp < CHHINFHIG=2) fu| o
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Probleme

Le but du probléme est d’étudier dans R? I’équation

1
i0yu — iAu = P3(u,u)

U‘t:() = Up

(NLSs)

ou P3 désigne un polynéme homogéne de degré 3 en (u,w). On se propsoe de dmeontrer le
résultat suivant. Soient u et v deux solutions globales quelconques (pas nécessairement petites)
de (N LS3) associées respectivement aux données intiales (ent = 0) ug et vo qui appartiennent
a lespace

£ :=C(R; L*(R*) N L*(R; L*(R?)).

On se propose de démontrer que si le réel positif A est assez grand, alors la fonction
wo,A d:equ + Aflvo(Aflx)
génére une solution globale de (N LS3) appartenant a Iespace .

1) Démontrer que pour toute fonction wy dans L?(R?), la solution de 1’équation de Sh ger
linéaire e"*®wq avec donné intiale wy en 0 vérifie

lim |[e?

i e awoll s o, 77,0 (m2)) = 0.

2) Démontrer que pour toute donnée initiale wg dans L?(R?), il existe une unique solution
maximale définie sur [0,7*] w de (NLS3) appartenant a

C([0, T*[; L*(R*)) N Lig ([0, T*[; L°(R?)).

loc

3) Démontrer que si T* est fini, alors

T*
/0 lu(t, Ve gy dt = +oo.

4) Démontrer que si f appartient a L3(R; L5(R?)), pour tout réel strictement positif ¢, il
existe un réel strictement positif R, telle

déf _
If = 1CafHL3(R;L6(R2)) <e avec C.={reR®/R'<|z| <R}

5) En déduire que si u et v sont deux fonctions appartiennent & L3(R; L5(R?)) alors on a

lim u(t,z)A"20? (A%, A7 ) = lim (¢, 2)A"'w(A2, A7 ) = 0

A—o0 A—oo

dans l'espace L'(R; L?(R?)).

On consideére maintenant la solution wy associée a la donnée intiale wy a donnée par la
question 2). On cherche a démontrer que le temps maximal d’existence T} vaut +oo.



6) Démontrer que si

déf _ _ _ déf
WA app (t, ) = u(t, z) + A IU(A ZtaA 11‘) et R = WA — WA, app
alors R est solution de

1OtRA + ARy = Ljp+ Fyn avec
Latt,2)| < C(lwnapp(t, 2)? + [Ra(t,2)]?) | Ra(t2)| et
Fat.2)] < O(Ju(t, @) A2 oA, A7'2) 2 + [u(t, 2) PA~ o(A2 A1 a)))

A

7) Soit f une fonction positive intégrable sur R, démontrer que pour tout réel 7 stricte-
ment positif, il existe une suite finie strictement croissante (7})o<j<n telle que Ty = 0,
Ty = oo et telle que

T
Vje{oa"'aN_2}a /]Jrlf(t)dt:n? VjG{O,--~,N—2},
T;

1 [e’e]
/TNl fdt<n et N< 77/O F(b)dt.

8) Démontrer qu'il existe un réel strictement positif 7 tel que pour tout intervalle I = [a, b)
inclus dans [0, TX[ tel que

J st szt < .

alors
IRAl oo (r,r2m2)) + |1 BAl L3 (7, 06(m2)) < C(HRA(G)HH + ||RA||?£3(I;L6(R2)) + ||FAHL1(I;L2(R2)))'

9) Conclure en considérant

def
T. < SUP{T < TR, NRAll oo (0,712 (m2)) T 1B L3 (0,751 (R2)) < 5}'



