EXAMEN DU 8 JANVIER 2014
"THEORIE DES EQUATIONS D’EVOLUTION"

QUESTIONS DE COURS

1) Enoncer et démontrer le théoréme relatif & la structure du probléme de Stokes station-
naire sur un domaine borné. (le théoréme 3.1.1. des notes de cours).

2) Enoncer et démontrer le théoréme d’existence et d’unicité pour ’équation de Navier-

1
Stokes posée dans un domaine borné de R? avec une donnée initiale dans Iespace V2 avec la
force extérieure f = 0 pour simplifier si souhaité (le théoréme 4.2.1 des notes).

3) Enoncer et démontrer le théoréme dit 77* permettant de passer des inégalités dispersives
aux estimations de Strichartz (le théoréme 5.4.1 des notes de cours).



PROBLEME I

Dans tout ce probléeme, on considére un domaine borné de R? que I'on désigne par Q. Le
but est d’étudier le systéme (NS) suivant probléme est d’étudier I’équation

(]VS') { 8tu—Au+u~Vu—|—%udivu:0

Up=o = uo et upg = 0.
On posera V = (Hj(Q))°, V' = (H(Q))°, H = (L*(2))° et pour u dans V' et ¢ dans V
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On désigne par E,, la projection de V' sur 'espace vectoriel H,, le produit trois fois de I'espace

vectoriel engendré par les n + 1 premiers vecteurs propres du laplacien du Dirichlet sur €) et
on pose H, d:efIEn ‘H. On appellera solution faible de (]75') toute fonction u de 'espace
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qui vérifie, pour toute fonction ¢ de C1(R,V) et pour tout T de |0, oc],

T
(u(t), e(t))vrxv = (uo, (0))yrxy +/0 /ﬂuj(t,x)@kuk(t,x)apk(t,x)dtda:

1<5,k<3
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—i—/o Z/Qdivu(t, :c)uj(t, x)cpj(t, x)dtda:+/0 (Ap(t) + Opp, u(t))yrxy dt .
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On rappelle que ||al|(z3qy)3 < Cllal|}llally et que [[al|(zs))s < Cllally.
1) Démontrer que l'espace (Lg(Q))3 est contintiment inclus dans V'.

1 1
2) En déduite que [la- Vbl < CllalZlall3]b]yv-

3) Démontrer que, pour tout n, il existe une unique fonction u,, continue sur R* & valeurs
dans H,, qui vérifie

1
— + E,(up - Vuy,) — Auy, + B E, ((div up)u,) =0 et
1 2 4 2 1 2
[|un(T) |3, + ; (|un (t)[y dt = 5“ Ey, uoll%-

d
4) Démontrer que, VT > 0, la suite <%> N est une suite bornée de 'espace Ls ([0,77; V).
ne

5) Démontrer qu’il existe une fonction u de £ telle que,

Vo PRYY). lim [ (unOle®dt= [ @Ol e

VT >0, lim sup [Ju,(t) —u(t)|y =0.
N0 40,1

6) Que peut-on en déduire ?



PROBLEME II

On veut étudier le systéme suivant sur R® pour les inconnues sont (u,v) = (u,v',v%,v3)
ot u et les v/ sont des fonctions de [0,T] x R® dans R,

0
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Owu + cdivo
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avec (u,v)|t:0 = (up, o).

(SLW) {

ot F est une fonction de classe 3 de R dans R® dont toutes les dérivées jusqu’a I'ordre 3 sont
bornées et telle que F(0) = 0 et ot ¢ est une fonction de classe C* de R? dans R dont toutes
les dérivées sont bornées. Pour k entier positif, on désigne par H k(]R?’) Pensemble des fonctions
de L*(R?) dont toutes les dérivées jusqu’a I'ordre k appartiennent a L?(R3). Il est muni de la

norme )
def 2
- (Z ||aau||%z) |
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1) Démontrer que l’espace H2(R?) est continfiment inclus dans L>(R3). En déduire que
'espace H?(R?) est une algébre.

2) Démontrer que pour toute fonction G de R dans R3, de classe C? et nulle en 0, il existe
une constante C' (dépendant de H), telle que si u appartient de H?(R3), alors G(u) appartient

a (H2(R?) et
IG ()l 2@y < C(llullFpo gy + lull prages))-

3) Démontrer qu'il existe trois fonctions (G;)1<j<3 de classe C2 sur R telle que
3 .
Fe) - F(y) = > (@ — )Gy ().
j=1

4) Démontrer que I'application

est une application de H?(R?) dans (H?(R?))? qui est lipschitzienne sur les ensembles bornées
de H?(R?).

5) Définir une notion de solution continue & valeurs dans (H2(R?))? pour le systéme (SLW).
6) Mettre en place un schéma itératif pour résoudre le systéme (SLW).

7) Démontrer que le systéme (SLW) admet une unique solution continue a valeurs H2(R?).



