EXAMEN DU 7 MAT 2019
"THEORIE DES EQUATIONS D’EVOLUTION"

QUESTION DE COURS

Existence et unicité dans C([0, 77, HY2(R3)) n LA([0,T), Hl(R3)) des solutions du systéme de Stokes
avec donnée initiale dans H'/2(R3) et terme source dans L2([0,T], H~/?(R3)).



PROBLEME

Soit N > 1, Q  RY un ouvert borné, a > 0. On pose p = o+ 2. Le but de ce probléme est de montrer
le résultat suivant :

Théoréme 1. Soit ug € Hi(Q) N LP(Q), uy € L*(Q). Il existe une fonction u € L([0,+oo[, HE () N
LP(Q)) telle que Oyu € L>([0, +o0[, L*(2)) vérifiant I’équation

O*u — Au+ |u|/®u =0 dans |0, +oo[xQ,

Uj—p = U0, Opup—g = U1

(1)

au sens suivant : pour tout v € CL([0, 0o[, HE(Q)) N L1([0, 0o, LP(Q)), on a

—/Ooo/ﬂﬁtuﬁtv—/gul(m)v(o,x) dw—i—/OOO/QVu-Vv+/OOO/Q\u]O‘u’U—0 (2)

(et up—o = uo, l'égalité ayant lieu au sens des fonctions de L3(%2)).

Dans la suite, on pose V = H}(Q) N LP(Q).

1 Préliminaires

1. Soit u € L%([0,4oc[, V) telle que dyu € L*([0,+o00[, L?(Q)), et soit v € CL([0, 00, HE(Q)) N
LY([0, co[, LP(£2)). Montrer que chacune des intégrales de (2) a un sens.

2. Soit u € C%([0, +oc[, V N H?(2)). On suppose que u est solution de (1) dans un sens classique. On
pose, pour tout ¢t > 0,

£(t) = ;/ﬂ((@tu(t,x))2+Vu(t,g;)|2) d:c—i—]l)/ﬂlu(t,x)‘lad:c.

(a) Justifier que € € C1([0, +oc[) et montrer que E(t) = £(0) pour tout ¢ > 0.
(b) En déduire que dyu € L>([0, +o0[, L3()), et que u € L>®([0, +o00[, HE(Q) N LP(£2)).

3. Soit T > 0, et soit w € W5 ([0, T], L?(2)). Justifier que w € C([0,T7], L*()) et que pour tout
t € 0,77,
[w(t) —w(0)|l2) < tOwl| Lo (j0,7),22(02))-

2 Construction d’une suite de solutions approchées

On utilise dans cette partie les notations du Lemme 2 en Appendice.

4. Soit n € N quelconque. On note E,, = Vect (wp, -+ ,wy). Soit ugn, v, € E,. Montrer qu'il existe
T, > 0 et u, € C%([0, Ty, E,) tels que pour tout k € {0,--- ,n}, pour tout t € [0, T,

/ ult (t, 2)wy(x) dr + / Vu,(t,x) - Vwg(z) do + / |un, (£, )| “un (t, x)wg (z) dz = 0,
Q Q Q
Un(t =0) =upo, Oun(t=0)=1up;.

(Indication : on écrira u,(t) = S iy gni(t)wi, avec gn; € C2([0,T,[) et on formulera les égalités
ci-dessus comme un systéme d’équations différentielles non-linéaires sur les coefficients gy, ;.)
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10.

11.

12.

13.
14.

. Montrer que pour tout t € [0, T,],

1 1 1
/ ((Opun(t, ) + |Vun(t,2)?) dz+ / |up,(t, ) [Pdx = / (un1)? + [Vnol?) / [tn 0.
2 Ja pJa 2 Ja

En déduire que u,, € L>([0,T,,[, V) et que dyup, € L([0, Tp[, L*(£2)), puis que g;,, € WH([0, T,|).
En déduire que 'on peut prendre T;, = +oc.

. Dans toute la suite du probléme, on choisit les suites (up0)nen €t (un1)nen de telle sorte que

Un,o — up dans V,
n—o0

Up,1 —> up  dans LQ(Q).
n—oo

Montrer qu’il existe une constante C, indépendante de n € N, telle que

Vn €N, sup [;/ ((Opun(t, ) + |Vun(t,2)?) do + ]1)/ ]un(t,x)]pdm] <C.
Q Q

t>0

3 Passage a la limite

On conserve les notations de la partie précédente.

. Montrer qu'il existe une suite d’entiers naturels (ng)gen, strictement croissante, et une fonction

u € L*([0, +00[, V) telle que dyu € L>°(]0, +oo[, L?(£2)) telles que
U, — u dans w* — L>([0, +oo[, H(Q)),

k—o0

)
Up, — u dansw* — L%([0,4o0[, LP(£2)),
k—ro0
Orin,, o O dans w* — L>([0, +oo|, L*()),
%
VI'>0, up, LU dans w — H'([0,T] x Q).
%

En déduire que quitte a extraire une nouvelle sous-suite, on a également
VT >0, u,, — u dans L*([0,T] x ),
k—o0
Un, (t,2) — u(t,xz) p.p.t .
k—o0

En utilisant le Lemme 3 en Appendice, montrer que pour tout 7" > 0,

[t | “tin, kjoo |u|“u  dans Lp/([O,T] x Q),

1 1 _
ou 5 —+ 17 =1.
Soit m € N quelconque, et soit v € CL([0, 00, Ey,).

(a) Montrer que pour tout n > m, on a

—/ /8tun0tv—/un71(:z:)v(0,z) da:+/ /Vun-Vv+/ /|un\aunv:0.
0o Jo Q o Jo o Jo

(b) Montrer que

/ /Gtuatv—/ul()(Ox dac—l—/ /Vu Vv—i-/oo/glu\auvzo.

Soit v € CL([0, oo, H}(2)) N L([0, co[, LP(2)). Montrer que I'égalité (2) est vérifiée.
Montrer que l'on a u(t = 0) = uy.

Conclure.



Appendice

On pourra utiliser sans démonstration les résultats suivants :

— Inégalité de Poincaré : si Q est un ouvert borné de RY, alors il existe une constante C' > 0 telle que
pour tout u € H (L),

lull g1y < ClIVullr2()-
— Séparabilité de H3(Q) N LP(Q) :

Lemme 2. Soit V = H}(Q)NLP(Q), avec p > 2. Alors V est séparable : il existe une suite (wy,)ken
telle que les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) wi, €V pour tout k € N;
(ii) Les fonctions wy, - - - wy sont linéairement indépendantes pour tout k € N ;
(i) [ wywy = Ok, pour tout k,1 € N;

(iv) Les combinaisons linéaires finies des w; sont denses dans V.

— Résultat de convergence faible :

Lemme 3. Soit d € N*, U C R? un ouvert borné, 1 < q < 400. Soit (fn)nen une suite de LI(U),
f e LYU) telles que

sup [fallLaqy < +oo,  faly) — f(y) p.p.-yeU.
ne

n—oo

Alors fp, = f dans w — LYU).



