EXAMEN DU 14 MAT 2018
"THEORIE DES EQUATIONS D’EVOLUTION"

QUESTION DE COURS

Solutions de Leray : construction de la suite d’approximation de Friedrichs, existence globale et régularité
en temps de celle-ci (les trois premiers lemmes du chapitre).



PROBLEME

Le but de ce probléme est de montrer le caractére localement bien posé de I’équation de Gross-Pitaevski
en dimensions 2 et 3. L’équation de Gross-Pitaevski s’écrit

iOu+ Au=(ju?> —1)u, teR, zeR™ (GP)

Dans tout le probléme, on notera e**2 opérateur de propagation associé a I’équation de Schrodinger linéaire.
On introduit les espaces fonctionnels suivants (dans toute la suite, les fonctions sont & valeurs complexes) :

XYRY) := {u € L®RY), Vu e L*(RY)?},
E :={ue HL (RY), Vu e LARY4, |u|?> —1 € L*(RY)},

et 'on munit X'(R?) de la norme
lullxr = [lulle + [Vl 2.

On définit également 1'énergie associée a (GP) (aussi appelée énergie de Ginzburg-Landau)
1 1
E(u) = / Lvul+ 2(uP 12 vuer
Rd 2 4

On admettra (et on pourra utiliser sans preuve) les résultats suivants :

Lemme 1. — On a Uinclusion

E c XYRY) + HY(RY).
— On définit, pour (u,v) € E x E, la quantité
dp(u,v) = [lu—vllx1 g+ [ Juf® = [0 . .
ot I’on rappelle que pour tout w € X' (R?) + H'(R?),
[wllx1 g = mf{{[wx1 + w2l g1, w=wi+ws, wi € X'(RY), wy € H'(RT)}.

Alors di est une distance sur E, et (E,dg) est un espace métrique complet.
— On suppose que d € {2,3,4}. Alors E+ H'Y(R?) C E et pour tout v € E,w € H'(RY),

I o+ wl? = 1llge < o2 = 1o + € (14 VE®)) (wlze + lwllza) + ]2,
De plus, pour tout (v, v, w,w) € Ex Ex H' x H', on a
dp(v+w,0+w) < O+ ||lwllm + [|@] g)dE(v, B)
+C (14 VEW) + VE®) + lwlm + @l ) w = ll .
Le but de ce probléme est de montrer le résultat suivant :

Théoréme 2. On suppose que d € {2,3}. Soit ug € E. Alors il existe une unique fonction u € C(R, E)
solution de (GP) telle que u(0) = uy.



1 Action de ¢™*® sur lespace F
Dans toute cette partie, on suppose que d est un entier strictement positif quelconque.
1. Soit f € X' (R%). Montrer que V("2 f — f) € L2(R?) et que
IV 2f = Pl 2 < 2IVFIZ V=0,
lim [ V(2 f = £)]] 2 =0.

2. Soit t € R, ¢ € R? quelconque. Soit x € C°(R?) une fonction cut-off telle que x (&) = 1 si |€] < 1 et
Suppx C B(0,2). Pour j € {1,--- ,d}, on pose

1 2
. —i 2 1-— X t f _itlel2
05(0.6) = =inx(te)g; [ e ds o XE g e ),
(a) Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout j € {1,--- ,d}, pour tout (¢,&) €
Rd-&-l’
l9;(t,€)| < CJe['/2.
(On pourra distinguer les cas [¢] [£]2 < 1 et [t] |£]? > 1).
(b) Montrer que
d
> gt g =M 1. 1)
j=1

(c) En utilisant la décomposition (1), montrer qu'il existe une constante C' telle que pour tout ¢ € R,
pour tout f € H'(R?),
"2 f = fllz2 < Cl 2V £l 2.

(d) On suppose a présent que f € X' (R?) + H'(R?). Montrer que e f — f € L*(R?%) et que pour
tout t € R, ‘
"2 f = fllz2 < CMPV £ -

(On pourra par exemple utiliser un argument de dualité.)

3. En déduire que si f € X (RY) + H'(R?), alors e f € X1 (RY) + H'(R?) pour tout ¢ € R, et que
e fllxr e < CA+ ) f llxr -

4. Soit f € X (R?) + H'(R?). Montrer que 'application ¢t € R — A f € X1 + H' est continue.

5. On suppose que d € {2,3,4}. En utilisant les résultats du Lemme 1, montrer que pour tout ¢ € R,
e F C F et que pour tout ug € E, Papplication t € R — e*®ug € E est continue.

6. On suppose a présent que d € {2,3}. Soit R > 0 quelconque et soit ug € E tel que £(ug) < R.
(a) Pour tout § > 0, montrer qu'il existe T' = T(R, ) > 0 tel que si |t| < T, ||e®®ug — ug|| ;2 < 6.
(b) Montrer qu’il existe 7" = T"(R) > 0 tel que supj;<q E(e™ug) < 2R.

7. On suppose encore que d € {2,3}. Montrer que pour tout R > 0, pour tout 7' > 0, il existe Cr r > 0
tel que pour tout ug, ug € F,

E(ug) < R, E(fig) < R = sup dp(e"up, e"?iig) < Cdp(uo, Tio).
[t|<T
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2 Estimation du terme non linéaire

Dans toute cette partie, on suppose que d € {2,3}. On définit la fonction F : z € C > 2(]z|* — 1).
Soit u € E. Montrer que F(u) € L*(RY) + L32(R%) et que V(F(u)) € L*(R%) + L5/>(RY).

. Soit R > 0 quelconque. Montrer qu’il existe une constante C'r > 0 telle que pour tout u,v € E tels

que E(u) < R, £(v) <R,
1E(u) = F(0)ll g2y porz + IV(F(w) = F(0)l 24 165 < Crdp(u,v).

Soit T > 0 quelconque, et soit u € C([T, T, E). Montrer que I'application t € [T, T] ~ [ e!t=92 [F(u(s))] ds
est continue sur [T, 7] a valeurs dans E. (On pourra penser, pour cette question et pour la suivante,
a utiliser les estimations de Strichartz pour ’équation de Schréodinger linéaire. )

Soit T' €]0, 1] et soit R > 0 quelconque. Montrer qu'’il existe une constante Cr > 0 telle que pour tout
u,v € C([-T,T], E) tels que

sup E(u(t)) < R, sup Ew(t)) <R
te[—T,T) te[-T,T)
on a

< CRTY? sup  dg(u(t,v(t))).
H te[-T,T]

sup
te[-T,T)

/0 =93 [F(u(s)) — F(u(s))] ds

En déduire en particulier que

< CrT'? sup
I‘I1 te[fTvT}

sup
te[-T,T)

/ (=8 [ (y(s))] ds
0

3 Résolution du probléme de Cauchy

Dans toute cette partie, on suppose que d € {2, 3}.
Soit up € E, et soit R > 0 tel que E(up) < R.
Pour u € C([-T,T], E), on définit ®(u) € C([-T,T], E) par

Pour T > 0, on définit I’ensemble fermé

Xrp:={uvelC([-T,T),E), sup E(u(t)) < 3R}.
[tI<T

Montrer que pour T' = T'(R) suffisamment petit, Papplication ® vérifie les conditions suivantes :

(a) L’ensemble X7 g est stable par ®;

(b) ® est une contraction sur Xr p.
En déduire que ® admet un unique point fixe dans X7 g, et que ce point fixe est I'unique solution de
(GP) dans C([T,T], E).
On introduit 'espace X2(R?) := {u € L®([RY), Vu € L*(R%),V?u € L*(R%)}. On rappelle (il n’est
pas nécessaire de le démontrer) que H?(RY) ¢ X2(R%) pour d € {2,3} par injection de Sobolev. En

adaptant la preuve ci-dessus, montrer que pour tout ug € X2(R?), il existe T, T > 0 temps maximaux
d’existence tels que I’équation (GP) admette une unique solution dans C(] — T, T[, X2(R%)).

Montrer que &(u(t)) = &£(ug) pour tout t €] — T, T7.
Montrer que sup,ej_p 7y [|[u(t)||x, < +o0. En déduire que la solution est globale si ug € X2(R9).

Proposer un schéma d’approximation pour étendre le résultat d’existence ci-dessus & 'espace E tout
entier.



