EXAMEN DU 17 MAI 2016
"THEORIE DES EQUATIONS D’EVOLUTION"

QUESTIONS DE COURS

1) Enoncer et démontrer les inclusions de Sobolev pour les espaces H® (Theorem 1.2.1
page 10 des notes de cours)

2) Le théoréme d’existence et d’unicité pour les équations de Navier-Stokes dans un do-

maine borné de R? avec données dans I’espace V% (le théoréeme 4.2.1 pages 50-52 des notes de
cours).



Probléme

Dans tout ce probléeme, on considére un domaine borné de R? que I'on désigne par Q. Le
but est d’étudier le systéme (NS) suivant probléme est d’étudier I’équation
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On posera V = (Hy(Q2))°, V' = (H(Q))°, H = (L*(Q2))° et pour u dans V' et ¢ dans V
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On désigne par E,, la projection de V' sur I'espace vectoriel H,, le produit trois fois de I'espace
vectoriel engendré par les n 4+ 1 premiers vecteurs propres du laplacien du Dirichlet sur € et

on pose H,, d——éfEn ‘H. On appellera solution faible de (]f\f\b/’) toute fonction u de l’espace
£ L o+, V) N LR H) N LA(RT; V)
qui vérifie, pour toute fonction ¢ de C(R,V) et pour tout T de |0, oc],

T .
(u(t), o(t)vrxy = (uo, (0))yrxy +/0 Z /Qu](t,:l:)akuk(t,x)wk(t,m)dtdx

1<5,k<3

T 3 ) ] T
—i—/o ;/levu(t,x)uj(t,x)cp (t,x)dtd:c—&—/o (Ap(t) + Orp, u(t))yrxy dt .
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On rappelle que ||al|(z3qy)3 < Cllal|}llally et que [[al|(zs)ys < Cllally.
1) Démontrer que Iespace (Lg(Q))3 est continiment inclus dans V'
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2) En déduire que [|a - Vb|[yr < Cllal|3lall|b]lv-

3) Démontrer que, pour tout n, il existe une unique fonction u,, continue sur R* & valeurs
dans H,, qui vérifie
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— + E,(up - Vuy) — Auy, + 5 E,((divuy)u,) =0 et
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4) Démontrer que, VT' > 0, la suite (%) N est une suite bornée de 'espace Ls ([0,T]; V).
ne

5) Démontrer qu’il existe une fonction u de £ telle que,

Vo RNY), m [ (n@Ole@vd= [ @Olp@vi o
Rt Rt
VT >0, lim sup [un(t) —u(t)|y» =0.
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6) Que peut-on en déduire ?



