EXAMEN DU 4 JANVIER 2016
"THEORIE DES EQUATIONS D’EVOLUTION"

QUESTIONS DE COURS

1) Théoréme de Cauchy-Lipschitz ( Théoréme 2.3.1 page 23) et théoréme de Peano (théo-
réme 2.4.1 page 25-26).

2) Le théoréme dit TT* permettant de passer des inégalités dispersives aux estimations de
Strichartz (le théoréme 5.4.1 des notes de cours) ainsi que le théoréme 5.6.2 page 64-65. .



Probléme

Le but du probléme est d’étudier dans R? I’équation

10w — Au = P3(u, )
Ujg=0 = U0

(NLS3) {

ou P3 désigne un polynéme homogéne de degré 3 en (u,u). On se propose de démontrer le
résultat suivant :

Soient u et v deux solutions globales quelconques (pas nécessairement petites) de (N LSs3)
associées respectivement aux données intiales (en t = 0) ug et vy qui appartiennent a I’espace

£ := C(R; L*(R?)) N L3(R; L5(R?)).
On se propose de démontrer que si le réel positif A est assez grand, alors la fonction
Wo,A o + A oA )
génére une solution globale de (N LS3) appartenant a 'espace £.

t

1) Démontrer que pour toute fonction wgy dans L2(R2), la solution e**2wyq de 'équation de

Schrédinger linéaire avec donné intiale wg en 0 vérifie

L itA _
Hm {le"wol| 30,710 r2)) = O-

2) Démontrer que pour toute donnée initiale wy dans L?(R?), il existe une unique solution
maximale w de (IVLS3) définie sur [0, 7™ et qui appartient a

O([0, T*[; L*(R?)) N Lige ([0, T*[; LO(R?)).
3) Démontrer que si u est une solution de (NLSs) sur [0,T] et que
ue C([0,T[; L*(R?) N L*([0, T[; L°(R?)),

alors la fonction w vérifie une condition de Cauchy en T c’est-a-dire que

Ve>0, dJa: >0/ T —a. <t = sup |ju(t) —ul)|: <e.
t'>T—ao.

4) En déduire que si T* est fini, alors

T*
| Ittt = +oc.

5) Démontrer que si f appartient a L3(R; LS(R?)), pour tout réel strictement positif ¢, il
existe un réel strictement positif R. telle

déf —
1f = e fllpsmismey <€ avec Ce = {z eR* / R;! <|z| < R.}.

6) En déduire que si u et v sont deux fonctions appartiennent a L3(R; LS(R?)) alors on a

lim u(t,z)A"20* (A2, A~ ) = lim w?(t, 2)A (A2, A 2) = 0

A—o0 A—oo

dans Vespace L'(R; L?(R?)).



On considére maintenant la solution wy associée a la donnée intiale wo p donnée par la
question 2). On cherche & démontrer que le temps maximal d’existence Ty vaut +oo.

7) Démontrer que si
WA app (¢, ) d:efu(t’ ) + A_IU(A_Qta A_lf'?) et R « WA — WA, app
alors Rj est solution de

1O Ry + ARy = Lp+Fy\ avec
Latt o) < C(waapp(t,2) + |Ra(t)2) [Ralt,2)] et

Ext )l < O(jutt, DA lo(A2 A7) + Jult, @) PA o(A~2, A 1))

8) Soit f une fonction positive intégrable sur R*, démontrer que pour tout réel 7 strictement
positif, il existe une suite finie strictement croissante (7})o<j<n telle que Top =0, Ty = oo et
telle que

Tjy1
VjG{O,---,N—Q},/ f(t)dt:n,VJG{O,,N—Q},
T;

(o) 1 00
/ f)dt <n et Nsn/o F(t)dt .

Tn-1

9) Démontrer qu'’il existe un réel strictement positif 7 tel que pour tout intervalle I = [a, b)
inclus dans [0, T}[ tel que

I HwA,app(t, )HiG(RQ)dt S n,
alors
IRAN poo .22y + 1BAll o (r.zo@2)) < C(HRA(CL)HL2 1Bl g g0 gy + HFAHLl(I;Lz(Rz))).

10) Conclure en considérant

def
T. = SHP{T < TR, 1Rallpoo(po,ry;22m2)) + I1RAll L3 (0,77 L6 (R2)) < 5}-



